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第2讲 一元二次方程的判别式和根系关系

一、 一元二次方程的判别式

 

【备注】对于方程 （ 、 、 为常数且 ），由配方法可得

所以：①当 方程有两个不相等的实数根

           ②当 方程有两个相等的实数根

           ③当 方程无实数根

总结：

( ）一元二次方程有实数根 ，当 时， ，由于是二次方程所以

还是要称方程根的个数是 ，即两个相等实数根（这里深层的原因是代数基本定理，但这是

一个超出中学数学范围的定理，在此不作引申），教师讲解时要注意．

( )当 、 异号时，一元二次方程有两个不等实数根 .
通过判断判别式 的符号得到方程根的个数情况，反过来也可以通过已知的方程根的个数

得到 的正负．

举个“栗”子

栗子1

直接代入系数求解判别式

A. 有两个不相等的实数根 B. 有两个相等的实数根

C. 没有实数根 D. 无法确定

1. 一元二次方程 的解得情况是（  ）．

【答案】C

【备注】直接求解 ，根据正负判断根的情况
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【解析】 ．

∵ ，

∴原方程没有实数根．

故选： ．

【标注】【知识点】一元二次方程根的判别式

栗子2

利用根的情况求解参数的范围

2. 若关于 的一元二次方程 有实数根，则 的取值范围是            ．

【答案】 且

【解析】∵一元二次方程 有实数根，

∴ ，且 ，

解得： 且 ．

【标注】【知识点】由一元二次方程根的情况确定参数

【备注】一元二次方程二次项系数不能为 ；一元二次方程有实数根

注意：

此类型题的结果要注意范围中是否包含不等的关系，比如：

A. B. 且 C. D.

3. 若关于 的方程 有实数根，则实数 的取值范围是（   ）．

【答案】C

【解析】当 时，方程化为 ，解得 ，

当 时， ， 解得比 ，

所以 的范围为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】由一元二次方程根的情况确定参数

【备注】注意审题，若关于 的方程，则可以为一元一次方程 ，也可以为一元二次方程
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4. 如果关于 的一元二次方程 没有实数根，那么 的取值范围是            ．

【答案】

【解析】关于 的一元二次方程 没有实数根，

∴ ，

∴ 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】由一元二次方程根的情况确定参数

【备注】与二次根式结合，注意参数的取值范围，最终取不等式组的解集

A.

B.

C.

D.

5. 已知 与 是两个关于 的一元二次方程，下列判断不正确的是（   ）．

如果方程 有两个实数根，那么方程 也有两个实数根

如果 是方程 的一个根，那么 是方程 的一个根

如果方程 与方程 有一个根相等，那么这个根是

如果方程 与方程 有一个根相等，那么这个根是 或

【答案】C

【解析】A
选项：

B
选项：

∵方程 有两个实数

根，

∴ ，

∴ ，

∴方程 也有两个实数根，

故 正确；

∵ 是方程 的一个

根， ，

∴ 且 ，

∴ ，

∴ 是 的一根，

【备注】这道题要明确“如果···”相当于已知条件，我们要去判断“那么···”这部分是否一定成立；

其中 、 、 选项的思路在后续二次函数图象与系数中还会考察，这部分要注意打好基

础。
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C
选项：

D
选项：

∴故 正确；

由题意知， ，设相等的根是

，

则 ①， ②，

① ②得 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴故 错误；

根据选项 结论得，故 正确．

故选
C
.

【标注】【知识点】由一元二次方程的解求参数的值

栗子3

判别式与方程的根综合

（ 1 ）

（ 2 ）

6. 已知，关于 的方程 ．

当 时，判断方程根的情况．

若方程有两个相等的实数根，当 时，求此时方程的根．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

一元二次方程 有两个不相等的根．

或 ．

【解析】（ 1 ）

，

∵ ，

∴ ，

【备注】对于 是可以进行配方整理为 的形式，即可得到 .

已知方程根的情况，求出参数的关系或值，再解方程 .
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（ 2 ）

，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

即关于 的一元二次方程 有两个不相等的根．

方程 有两个相等的根，

，

∵ ，

∴ ，

，

，

， ．

① ， 时，

，

，

，

；

② ， 时，

，

，

，

．

【标注】【知识点】因式分解法求一元二次方程的根

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 已知，关于 的 ．

当 取何值时方程有一个实数根？

当 取何值时方程有两个实数根？

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

，且 ．

【解析】（ 1 ）当 ，即 时，该方程为一元一次方程，

方. 程.

【备注】注意第（ ）小问，方程有一个实数根是指该方程为一元一次方程；当 时，我们说一

元二次方程有两个相等的实数根而不是一个。
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（ 2 ）

方程有一个实数根： ．

当 ，即 时，该方程为一元二次方程；

当 时，方程有两个实数根；

解得： ，且 ，当 ，且 时方程有两个实数根．

【标注】【知识点】一元二次方程根的判别式

栗子4

与三角形综合

8. 已知整数 ，若 的边长均满足关于 的方程 ，则 的周长是            ．

【答案】 或 或

【解析】根据题意得： 且 ，

解得 ，

∵整数 ，

∴ ，

∴方程变形为 ，

解得 ， ，

∴ 的边长为 、 、 或 、 、 或 、 、 ，

∴周长为 或 或 ．

故答案为： 或 或 ．

【标注】【知识点】与三角形三边关系结合

【备注】与三角形进行结合，注意解方程后验证三角形三边关系是否满足

独步天下1

整数解问题

（ 1 ）

（ 2 ）

9. 已知：关于 的方程 ．

请说明：此方程必有实数根．

若 为整数，且该方程的根都是整数，直接写出 的值．

【备注】如果 为完全平方公式，可以确定一点，方程的根可以直接求解．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

， 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

当 时，方程为一元一次方程，即 ，解得 ，符合题意；

当 时，方程为一元二次方程，

其判别式 ，恒有实数根，

综上所述，此方程必有实数根．

① 时，方程有根为 ，符合题意；

② 时，方程可化为 ，

即 ， ，

，若 与方程根都是整数，则 只可以是 或 ，

综上所述， 的值为 ， 或 ．

【标注】【知识点】一元二次方程根的判别式

求解的方法有两种：因式分解法、公式法．

① 因式分解法：常用十字相乘法；

② 公式法：可以直接代入求根公式

求出解后，化成分子为常数的分式的形式，根据整数根，分子和分母的整除关系，求出符

合题意的整数根．

用求根公式解整数根问题用到的方法是分离常数法，目的是把分子上的字母拆分出来，只

讨论分母中的字母什么时候取值，能让式子变为一个整数．

拓展：

①若解得 ，则 ， ，再求解．

②若解得 ，则化简为 ，则 ， ，再求解．

③若解得 ，则化简为 ，则 ， ，再求解．

④若解得 ，则化简为 ，则

， ，再求解．

⑤若解得 ，则化简为

，则 ， ， ，再

求解．

其中①、②较为常见，③、④、⑤可以给程度较好的学员进行拓展 .

二、 一元二次方程的根系关系

❓探究：
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从因式分解法可知，方程 （ 、 为已知数）的两根为 和 ，将方程化为一般式

后，你能说一说两个根和系数之间的关系吗？

 

【备注】将原方程化简可得：

设该一元二次方程的一般式为：

所以 ， ．

❓上述探究针对于二次项系数为 的一元二次方程，现在我们拓展到一般式 中继

续进行探究：

当 ，即方程有实数根，由     可知，

=     ，

=     ．

总结：

因此，方程的两个根 ， 和系数 ， ， 有如下关系：

   ，   ．

【备注】根与系数的关系即韦达定理：任何一个一元二次方程的根与系数的关系为：两个根的和等

于一次项系数与二次项系数的比的相反数，两个根的积等于常数项与二次项系数的比．

几个重要的变形：

① ；

② ；

③ ；

④ ．

根与系数关系常见应用场景：

．不解方程，求与方程的根有关的代数式的值；

．已知方程的一个根，求方程的另一个根；

．与根的判别式相结合，解决一些综合题．

举个“栗”子

栗子5

直接利用根系关系计算

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 关于 的一元二次方程 的两个实数根分别为 ， ．

求 的取值范围．

若 ，求 的值．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵有两个实数根．

∴ ，

∴ ，

，

，

，

∴ 的范围： ．

∵方程有两个实数根，

∴ ，

，

∴原式： ，

，

，

∴ 的值为： ．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

【备注】直接表示出两边之和与两边之积，然后根据已知条件求出参数的值

栗子6

不解方程求方程的根

A. B. C. D.

11. 如果关于 的一元二次方程 的两根分别为 ， ，那么这个一元二次方程是（ 

）．

【答案】C

【解析】方程两根分别为 ， ，

则 ， ，

∴ ， ，

【备注】利用根系关系验证每个方程是否满足
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∴原方程为 ．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

12. 已知 是关于 的一元二次方程 的一个根，则方程的另一个根 是            ．

【答案】

【解析】设方程另一个根是 ，

则有： ，

解得 ，

故另一个根是 ．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

【备注】方程中已知“ "的值，则利用两根之和的关系，直接求出另一个根 .、

A. B. C. 或 D.  

13. 关于 的一元二次方程 的一个根是 ，则 的值为（  ）．

【答案】B

【解析】∵ 是 的一个根．

∴ ， ，

∵方程是一元二次方程，

∴ ，

，

则 ．

故选： ．

【标注】【知识点】由一元二次方程的解求参数的值

【备注】已知方程的一个根为 ，则 ，求解参数的值，注意二次项系数不为  .

栗子7

韦达定理与方程的根综合

14. 已知 ， 是方程 的两个实数根，则             ．
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【答案】

【解析】∵ 、 是方程 的两个实数根，

∴ ， ．

∵ ，

∴ ．

．

故答案为 ．

【标注】【知识点】利用根求代数式的值

【备注】先将方程的根代入，然后再利用韦达定理求解

A. B. C. D.

15. 设 ， 是二次方程 的两根，则 的值为（  ）．

【答案】C

【解析】∵ ， 是二次方程 的两根，

∴ ， ， ，

∴

．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

【备注】求解高次代数式的思想：降次

此题涉及到立方和差公式： ；
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栗子8

根系关系的变形

A. B. C. D.

16. 关于 的一元二次方程 的两个实数根分别 是 ， ，且 ，则 的值

是（   ）．

【答案】C

【解析】∵关于 的方程 的两个实数根分别是 ， ，

∴ ， ，

∴ ，

， ，

∵方程有 个实数根，

∴ 恒成立，

∴ ， 均满足条件，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

【备注】此题需要利用完全平方公式与根系关系进行变形：

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

17. 已知 ， 是方程 的两实数根，求下列各式的值：

．

．

．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）∵ ， 是方程 的实数根，

【备注】（ ）需要先利用提取公因式法进行因式分解，讲解时可以再复习下因式分解的方法：

①提取公因式法 ②乘法公式法 ③十字相乘法 ④分组分解法

（ ）利用两个完全平方公式的等量关系求解：

（ ）利用分式加减的运算法则计算：先通分，然后分子相加减
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ， ，

∴

．

．

．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

（ 1 ）

（ 2 ）

18. 已知关于 的一元二次方程 ．

若方程有实数根，求实数 的取值范围．

若方程两实数根分别为 、 ，且满足 ，求实数 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵关于 的一元二次方程 有实数根，

∴ ，即 ，

∴ ．

根据题意得 ， ，

∵ ，

∴ ，

【备注】此题中出现了 ，根据 ,解方程即可 .
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即 ，

解得 ， （舍去），

∴ ．

【标注】【知识点】由一元二次方程的解求参数的值

栗子9

逆用一元二次方程的定义构造方程

A. B. C. 或 D. 或

19. 若实数 ，且 ， 满足 ， ，则代数式 的值为（   ）．

【答案】A

【解析】∵ ， 满足 ， ，

∴ ， 可看作方程 的两根，

∴ ， ，

．

故选 ．

【标注】【知识点】利用构造的方程求解

【备注】若两个参数同时满足一个相同类型（除未知数外其余完全相同）的方程，则可得到这两个

参数为该方程的两根，然后利用韦达定理推导即可 .

20. 若 ，且有 及 ，则 的值为            ．

【答案】

【解析】由 可知， ，故 ．

【备注】此题可先观察两个方程的异同点：一次项系数相同，二次项系数与常数项呈对称关系，则

通过方程左右两侧同除以 化为相同方程，然后再进行构造
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又 ， ，故 、 是方程 的两根，从而可

知 ，则 ．

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

栗子10

逆用根系关系构造方程

21. 设 的两实数根为 、 ，那么 、 为两根的一元二次方程是            ．

【答案】

【标注】【知识点】一元二次方程根与系数的关系

【备注】先根据题中方程求解出根系的关系，再利用韦达定理的变形推导出 、 的值

独步天下2

22.  已知 、 均为实数，且满足 ， ．求 的值．

【答案】

【解析】由已知 ， ，

所以 和 是方程 ①的两个实数根．

解方程①得 ， ．即 ， ；或者 ， ．

当 ， 时， 、 是方程 ②的两个根．

因为 ，所以方程②有实数根．

这时 ．

．

当 ， 时， 、 是方程 ③的两个根．

因为 ，所以方程③没有实数根．

综上可知 的值为 ．

【备注】对于复杂的根系关系可利用换元法求解：令 ， ，构造一个以 、 为两根的方

程，解方程求出 的值，然后利用降次思想求出代数式的值、
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【标注】【知识点】一元二次方程根的判别式


